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1. Einfiihrung
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Uber diese Lehrveranstaltung
Themeniibersicht, Lernziele Wissen / Anwenden / Beweisen, Voraussetzun-
gen, Software, Tipps.

WHILE-Programme (Wdh.)

Berechnungsmodelle, Syntax und Semantik von WHILE-Programmen, die
von einem WHILE-Programm P berechnet Funktion ¢p : Z™ +— 7, Nicht-
definiertheit, Beispiele prodZz, divZz, Bestimmung der berechneten Funkti-
on.

Codierungen

Codierung codez zwischen Z und IN, fi, dyadische Darstellung dya, Be-
rechnungsvorschrift fiir dya und dya~—!, k-adische Darstellung adj,, Berech-
nungsvorschrift fiir ady und ad;l, Codierung codes+ zwischen IN und »*,
/i, Listencodierung (zy, . . ., m—1), Grundbereiche G.

2. Turingmaschinen

2.1.

2.2.

Berechnungsmodell

Aufbau und Arbeitsweise, Uberfijhmngsfunktion, Beispiel, TM-
Konfiguration, Ausfiihrung eines TM-Befehls, Definition Turingmaschine
M = (X,T.Z, f, 20,2), Konventionen, TM-Standardreprisentation in
PYTHON, TM inc.

Turing-Berechenbarkeit

TM-Startkonfiguration (- - -*Z,—1, 29, 0), TM-Berechnungsergebnis bei
Stopp, berechnete Funktion ¢p; : (X*)™ — X*, Turing-Berechenbarkeit
von Funktionen auf ¥*; TM M hélt genau dann an, wenn ¢/ (x) definiert
ist; Beispiel, Berechnung von 7 (w) mit run_tm.



3. Berechenbare Funktionen
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3.2

3.3.

WHILE- versus Turing-Berechenbarkeit

WHILE-Berechenbarkeit fiir Funktionen auf 7, die Klassen WHILE, TM
und WHILEN, TMy, f € WHILE gdw. Fkt. ¢ € WHILE ex. die mit
f auf IN ibereinstimmt; f € TMp gdw. Fkt. ¢ € TM ex. die f in dyadi-
sche Darstellung berechnet; Satz: TMny C WHILE, Simulation von TMs
durch WHILE-Programme; Satz: WHILE C TMy 0.B., Kleenesches Nor-
malformtheorem.

Algorithmusbegriff

Hauptsatz WHILEy = TMp = .., Turing-Vollstidndigkeit, Church-Turing-
These, Definition Algorithmus und Berechenbarkeit, Abschluss unter Hinter-
einanderausfiihrung.

Exkurs: Historische Notizen
Frage der Axiomatisierbarkeit der Mathematik, Geschichte des Algorithmen-
begriffs.

4. Eigenschaften berechenbarer Funktionen

5.

4.1.
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Godelisierung
Codierung code(M) von Turingmaschinen, Godelisierung, Godelnummer 4,
Turingmaschinen M; mit Nummer, i-te m-stellige berechenbare Funktion

o™, Notationen i;(x) ., pi(2) 1. Mi(x) 4, Mi(x)1.
Universelle Algorithmen

Aufzidhlungssatz, Existenz universeller Algorithmen, Beispiel PYTHON-
Shell, Paddinglemma, s-m-n-Theorem, Konstruktion neuer Programme.

Exkurs: Rekursionssatz von Kleene
Rekursionssatz, Selbstreproduktionssatz.

Entscheidbarkeit und Aufzihlbarkeit

5.1.

5.2.

(Semi-) Entscheidbare Mengen

Entscheidungsproblem, charakteristische Funktion c4, semi-charak-
teristische Funktion x4, Beispiele Goldbachsche Vermutung und Collatz-
Problem, (Semi-) Entscheidbarkeit, Klasse REC, Abschlu3eigenschaften,
Satz: A ist entscheidbar gdw. A und A semi-entscheidbar sind.

Aufzihlbare Mengen

Aufzihlende Funktion f : IN — IN™ mit Wy = A, Aufzihlbarkeit, Klas-
se RE, Cantorsche Paarungsfunktion 7, Beispiel Primzahldifferenzen, jede
aufzihlbare Menge ist semi-entscheidbar.



5.3.

Eigenschaften entscheidbarer und aufzahlbarer Mengen

Mehrstellige aufzihlende Funktionen f : IN¥ — IN™, Satz: Charakterisie-
rungen der aufzéhlbaren Mengen; Abschlusseigenschaften, Projektion, Satz:
A ist aufzidhlbar gdw. A Projektion einer entscheidbaren Menge; Zusammen-
fassung zum Nachweis von Entscheidbarkeit und Aufzihlbarkeit.

6. Das Halteproblem

6.1.

6.2.

6.3.

Unentscheidbarkeit

Halteproblem K, spezielles Halteproblem K, Satz: K ist aufzihlbar, aber
nicht entscheidbar; K ist nicht aufzihlbar, RE ist nicht unter Komplement
abgeschlossen, K ist aufzihlbar, aber nicht entscheidbar.

Many-one-Reduzierbarkeit
Definition, <,,, ist Quasiordnung, RE und REC sind unter <,,, abgeschlos-
sen, Satz: Ky =,, K.

Many-one- Vollstandigkeit

Die nichttrivialen entscheidbaren Mengen sind <,,-4quivalent, Beispiel, RE-
Vollstindigkeit, Satz: K ist RE-vollstindig; Exkurs: Struktur der m-Grade,
Satz: Es gibt unentscheidbare und bzgl. <,, unvergleichbare Mengen.

7. Unentscheidbare Mengen

7.1.

7.2.

Satz von Rice

TOTAL, Satz: TOTAL ist unentscheidbar (durch Reduktion von Kj); Index-
menge, Satz: Auf jede nichttriviale Indexmenge lisst sich K oder K re-
duzieren; alle nichttrivialen Indexmengen sind unentscheidbar, enthalten sie
den Index der nirgends definierten Funktion, dann noch nicht einmal auf-
ziihlbar; Satz von Rice: Ist C # () eine echte Teilmenge aller berechenbaren
Funktionen, dann ist /(C) unentscheidbar.

Ubersicht Teil I — Berechenbarkeit
Ubersichtsabbildungen.
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8. Grundlagen zur Komplexitit

8.1.

8.2.

8.3.

Laufzeitanalyse (Wdh.)
Vorgehensweise, Schrittzahlfunktion STEP,,, Eingabelinge, Laufzeitfunkti-
on TIME);, PYTHON-Programme, vereinfachte Laufzeitanalyse.

Polynomial- und Exponentialzeit (Wdh.)
Definition Polynomial- und Exponentialzeit, Klassen P, FP, EXP, Diskus-
sion zur praktischen Machbarkeit.

Berechnungsprobleme
Katalog der Entscheidungsprobleme KS, SOS, BP, PART, SAT, CNF-SAT,
3-CNF-SAT, TSP, HC, CLIQUE, VC, PUZZLE, gemeinsame Problemstruktur.

9. P-NP-Theorie

9.1.

9.2.

9.3.

Die Klasse NP (Wdh.)
Motivation und Definition NP, SOS, KNAPSACK und TSP sind in NP, Verifi-
kationsalgorithmus V_sos; Satz: P C NP C EXP, sos_exhaustive,

P-NP-Frage; weitere Beispielmengen in NP, polynomielle Projektionen,
Vergleich mit RE.

NP-Vollstindigkeit

Polynomialzeit-Many-one-Reduzierbarkeit (Wdh.): <V, mit f € FP,
sos <b, KS, Quasiordnung, <},-Abschluss von P und NP; NP-
Vollstiandigkeit, Eigenschaften NP-vollstindiger Probleme.

Vollstandigkeitsbeweis
Satz: PUZZLE ist NP-vollstindig. Beweis iiber Simulation von Polzeit-TM-
Berechnungen durch PUZZLE-Instanzen.

10. Reduktionen

10.1.

10.2.

Vorgehensweise
Ubersicht; Spezialisierung, lokale Ersetzung, Komponenten-Design.

Reduktionen von 3-CNF-SAT

Idee / Beispiel / Konstruktion / Korrektheit, Satz: 3-CNF-SAT <P s0s; Satz:
3-CNF-SAT <}, vc; Definition DHC, Satz: 3-CNF-SAT <}, DHC; Folgerung:
S0S, VC und DHC sind NP-vollstindig.



11. Streng NP-vollstindige Probleme

11.1.

11.2.

11.3.

Strenge NP-Vollstindigkeit

Beispiel PART-Instanzen, maxp(x), g-Subproblem 7P,, strenge NP-
Vollstandigkeit, SAT, CNF-SAT, 3-CNF-SAT, HC, CLIQUE, VC, PUZZLE sind
streng NP-vollstindig, Large Number Problem (LNP), KS, SOS, BP, PART,
TSP sind LNPs; falls P kein LNP, ist P NP-vollstindig gdw. P streng NP-
vollsténdig.

Pseudo-Polynomialzeit

Beispiel PART, Berechnung aller 7'[i, s] mittels Dynamischer Programmie-
rung, part_dp, PART ist in O(mS) entscheidbar, Pseudo-Polynomialzeit
O(p(|z|, maxp(x))); hat P einen Pseudo-Polzeitalgorithmus, dann sind al-
le P, in Polzeit 16sbar; Folgerung: PART,, KS4, SOS, € P; hat ein streng
NP-vollstindiges Problem einen Pseudo-Polzeitalgorithmus, folgt P = NP.

Streng NP-vollstindige LNPs

TSP ist streng NP-vollstindig wegen HC <[, TSP,; TRIPLE PARTITION ist
streng NP-vollstindig (0.B.); BP ist streng NP-vollstindig wegen pseudo-
polynomieller Reduktion TPART <}, BP; Methoden zum Nachweis strenger
NP-Vollstindigkeit, P/NP-Ubersichtsabbildungen.

12. NP-Optimierungsprobleme

12.1.

12.2.

12.3.

Modellierung

Definition Optimierungsproblem, Z, sol, m, goal, y*, sol*, m*, Pc, Pg,
‘Pp; Beispiele MAX KS, MIN BP, MIN TSP, MAX CLIQUE, MIN VC, die Klas-
se NPO, Beispiel MIN VC, Problemstruktur; Satz: Jedes P € NPO ldsst
sich in Zeit O(2P(™) lsen; Satz: Fiir jedes P € NPO ist Pp € NP; PO.

Turing-Reduzierbarkeit und NP-harte Probleme

Orakel, Definition Turing-Reduzierbarkeit, §’:’F ist reflexiv und transitiv, aus
<h folgt <4.; Pp <. Pg <% Pc; NP-Hirte; ist ein NP-hartes Problem
effizient 16sbar, folgt P = NP; ist Pp NP-hart, dann auch P; MAX KS,
MIN BP, MIN TSP, MAX CLIQUE, MIN VC sind NP-hart, strenge NP-Hirte,
MIN BP, MIN TSP, MAX CLIQUE, MIN VC sind streng NP-hart.

Die PO-NPO-Frage
Fiir alle P € NPO gilt Py <7 Pp und es ex. ein P’ € NPO mit P <%,
Pl Satz: P = NP < PO = NPO.



13. Approximationsalgorithmen
Losungsansiitz fiir NP-harte Optimierungsprobleme.

13.1.

13.2.

13.3.

Performanzrate
Definition, Beispiel, r-Approximationsalgorithmus.

Beispiele mit konstanter Performanzrate

Greedy-Algorithmus max_ks_greedy fiir MAX KS ohne Glitegarantie,
Satz: Ergénzung vy, liefert 2-Approximation; Satz: min_bp_next_fit
ist 2-Approximation fiir MIN BP; Online-Eigenschaft, Verbesserung durch
min_bp_first_fit, Satz: min_bp_first_fit_decreasing ga-
rantiert m(z, y) < Hm*(z) + 1.

Approximierbarkeit

Die Klasse APX, MAX KS, MIN BP € APX, Satz: Falls MIN TSP € APX,

dann ist P = NP; Satz: Existiert fiir MIN BP ein r-Approximationsalgo-
rithmus mit r < %, dann ist P = NP; Approximationsschema, Ubersicht.
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